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Abstrakt
Ta´to bakala´rska pra´ca sa zaobera´ analy´zou kooperatı´vnych hier, Shapleyho hodnotou a
na´slednou aplika´ciou na ekonomicke´ a ine´ oblasti l’udske´ho za´ujmu s vyuzˇitı´m matema-
ticky´ch meto´d. V pra´ci su´ sˇpecifikovene´ doˆlezˇite´ pojmy a vlastnosti demonsˇtrovane´ na
prı´kladoch. Dˇalej su´ popı´sane´ vybrane´ triedy koalicˇny´ch hier a aplika´cie Shapleyho hod-
noty v praxi. Tieto poznatky su´ vyuzˇite´ v modele o vol’ba´ch.
Abstract
The subject of this bachleor thesis is to introduce cooperative games, Shapley value and
its application to economics and other human interests, using mathematical methods. This
thesis is devoted to the important concepts and characteristics , which are illustrated by
examples. The thesis also focused on describing selected classes of coalitional games and
applications of Shapley´s value. These resulting findings are used in a model of election.
kl’u´cˇove´ slova´
teo´ria hier, kooperatı´vne hry, Shapleyho hodnota, triedy koalicˇny´ch hier
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U´vod
Vel’mi cˇasto sa streta´vame so situa´ciami, kedy sa snazˇı´me rozhodnu´t’ pre cˇo najlepsˇiu
strate´giu s u´cˇelom dosiahnut’ najlepsˇı´ mozˇny´ vy´sledok. Teo´ria hier je matematicky´ obor,
ktory´ sa zaobera´ modelmi optima´lneho rozhodovania v konfliktny´ch situa´ciach. Za za-
kladatel’a sa povazˇuje John von Neumann, ktory´ v roku 1928 publikoval se´riu pra´c na
tu´to te´mu. Pri hl’adanı´ optima´lnej strate´gie na´m moˆzˇe pomoˆct’ schopnost’ zlepsˇit’ svoj
u´zˇitok za pomoci iny´ch subjektov. Ty´m sa dosta´vame k dvom za´kladny´m rozdeleniam
konfliktny´ch situa´ciı´. Prvy´m typom je kooperatı´vna hra, kedy hra´cˇi moˆzˇu medzi sebou
vytva´rat’ koalı´cie. Opakom je nekooperatı´vna hra kedy sa vytva´ranie koalı´ciı´ neuvazˇuje.
My sa budeme zaoberat’ kooperatı´vnymi hrami. Uplatnenie na´jdeme v ekono´mii, poli-
tolo´gii, sociolo´gii a dokonca aj v biolo´gii.
V prvej kapitole sa zozna´mime so za´kladny´mi pojmami a vlastnost’ami, ktore´ de-
monsˇtrujeme na prı´kladoch. Zava´dzame pojmy ako je charakteristicka´ funkcia a Sha-
pleyho hodnota, ktore´ su´ pre celu´ pra´cu kl’u´cˇove´.
V d’alsˇej kapitole da´vame do pozornosti pouzˇitie apara´tu teo´rie hier na roˆzne modely.
V prvej cˇasti sa zaobera´me strucˇnou charakteristikou aplika´cie kooperatı´vnych hier na
pra´vne formy podnikania. Pra´vna forma podnikania na´m moˆzˇe pomoˆct’ blizˇsˇie sˇpecifikovat’
o aku´ triedu koalicˇny´ch hier sa jedna´. Triedy koalicˇny´ch hier spolu s prı´kladmi definujeme
v d’alsˇej cˇasti tejto kapitoly. Posledna´ cˇast’ predstavuje spracovanie pokrocˇily´ch mode-
lov aplika´cie Shapleyho hodnoty na kooperatı´vne hry. V poslednom prı´klade uva´dzame
aplika´ciu Shapleyho hodnoty na na´kladovu´ hru.
Pre vlastny´ na´vrh riesˇenia v poslednej kapitole sme zvolili analy´zu volieb na Sloven-
sku od roku 1994 - 2016. Na jednoduchu´ hru sme aplikovali Shapleyho hodnotu a tak sa
dosta´vame k zaujı´mave´mu vy´voju sily stra´n vytva´rat’ koalı´cie z cˇasove´ho hl’adiska. Spra-
covanie da´t na´m ul’ahcˇı´ program Matlab. Na´sledne vykreslı´me diagramy a graf a vlastne´
na´vrhy riesˇenia interpretujeme.
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Ciele pra´ce, meto´dy a postupy spracovania
Ciel’om je vytvorit’ zrozumitel’ny´ text spolu s modelmi aplikovany´mi na rea´lny proble´m
z praxe. Ma´ cˇitatel’a zozna´mit’ s problematikou kooperatı´vnych hier a Shapleyho hodno-
tou za pomoci pokrocˇily´ch matematicky´ch meto´d.
V teoretickej cˇasti definujeme kl’u´cˇove´ pojmy. Rovnako su´ v tejto cˇasti uvedene´ prı´klady,
ktore´ sme sa snazˇili interpretovat’ z ekonomicke´ho hl’adiska pre lepsˇiu orienta´ciu v da-
nej problematike. Dˇalsˇı´m postupom bolo z vel’ke´ho mnozˇstva modelov z praxe aplikova-
tel’ny´ch v ekono´mii vybrat’ tie, ktore´ na´m pomoˆzˇu pochopit’ vsˇestrannost’ a prispoˆsobivost’
riesˇenia u´loh pomocou apara´tu teo´rie hier.
Analy´za su´cˇasne´ho stavu a vlastne´ na´vrhy riesˇenia sa zaoberaju´ vyuzˇitı´m meto´d v
praxi aplikovany´ch na konkre´tny model s interpreta´ciou vy´sledkov.
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1 Teoreticke´ vy´chodiska´ pra´ce
V tejto cˇasti popı´sˇeme teoreticke´ poznatky. Vy´chodiska´ pra´ce su´ zalozˇene´ v prvom
rade na definı´cia´ch, ktore´ demonsˇtrujeme na konkre´tnych prı´kladoch.
1.1 Kooperatı´vne TU hry (TU GAMES)
Strucˇne povedane´, za predpoklad v koalicˇny´ch (kooperatı´vnych) hra´ch sa povazˇuje,
zˇe hra´cˇi moˆzˇu vytva´rat’ koalı´cie a v prı´pade TU hier potom aj za´va¨zne´ dohody o spoˆsobe
rozdelenia prı´jmov z ty´chto koalı´ciı´. Za´kladna´ dilema hry n hra´cˇov je teda vol’ba vhod-
nej spolupra´ce a na´sledne´ prerozdelenie zisku. Podkladom pre tu´to kapitolu je [1], [2], [3].
Definı´cia 1.1. Kooperatı´vnou hrou s prenosny´m u´zˇitkom, (d’alej len TU-hrou) rozu-
mieme dvojicu (N, v), kde N = {1, 2, ..., n}, n ∈ N je mnozˇina hra´cˇov, v je funkcia
prirad’uju´ca kazˇdej koalı´cii S, t.j., kazˇdej podmnozˇine N rea´lne cˇı´slo v(S) tak, zˇe
v(∅) = 0
a za´rovenˇ predpoklada´me superaditivu. To znamena´, zˇe pre hru (N, v) platı´:
(S, T ⊆ N,S ∩ T = ∅)⇒ v(S ∪ T ) ≥ v(S) + v(T ).
Funkcia v sa nazy´va charakteristicka´ funkcia a v(S) je jej hodnota. Koalı´cia N je
mnozˇina vsˇetky´ch hra´cˇov. Vy´platny´m rozdelenı´m pre koalı´ciu S rozumieme vektor rea´lnych
cˇı´sel (xi) ∈ Rn.
Pojem superatitivity moˆzˇeme demonsˇtrovat’ naprı´klad v konkurencˇnom boji, kedy sa
snazˇı´ kazˇdy´ hra´cˇ zabezpecˇit’ si maxima´lnu vy´sˇku svojej vy´hry, kde vlastnost’ superaditi-
vity vedie k tomu, zˇe sa spojı´ so svojı´m konkurentom. V makroekono´miı´ sa streta´vame s
touto situa´ciou naprı´klad v modele oligopolu, kedy dve konkurencˇne´ firmy uzavru´ karte-
lovu´ dohodu a tak sa znı´zˇi celkovy´ boj v konkurencˇnom prostredı´ na trhu. Cˇı´m mensˇia je
konkurencia ty´m va¨cˇsˇı´ zisk si doka´zˇu firmy zabezpecˇit’.
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Definı´cia 1.2. Hra (N, v) je nepodstatna´ ak platı´ v(N) =
∑
i∈N
v({i}).
Pre d’alsˇiu definı´ciu pouzˇijeme nasledovny´ za´pis
x(S) :=
∑
i∈S
xi, x = (x1, ..., xn) ∈ Rn, S ⊆ N = {1, ..., n}.
Definı´cia 1.3. TU-hra (N, v) s pevne zvoleny´m vy´platny´m rozdelenı´m
x = (x1, ..., xn) ∈ Rn je:
· Individua´lne raciona´lna vzhl’adom k x ak pre vy´platne´ rozdelenie platı´ xi ≥ v({i}),
pre i ∈ N .
· Kolektı´vne raciona´lna vzhl’adom k x ak pre vy´platne´ rozdelenie platı´ x(S) ≥ v(S), pre
kazˇdu´ nepra´zdnu koalı´ciu S ⊆ N.
Kolektı´vna racionalita na´m hovorı´ o tom, zˇe je pre koalı´ciu zabezpecˇeny´ va¨cˇsˇı´ u´zˇitok
ako si doka´zˇe zabezpecˇit’ sama. Individua´lna racionalita ma´ pre hra´cˇa tiezˇ vel’mi doˆlezˇity´
vy´znam pretozˇe na´m hovorı´ o tom, zˇe hra´cˇ nevstu´pi do koalı´cie pokial’ mu nezabezpecˇı´
prinajmensˇom taky´ isty´ zisk aky´ si doka´zˇe zabezpecˇit’ sa´m. Ak by pre nejake´ i platilo, zˇe
xi < v({i}) nebolo by pre dane´ho hra´cˇa vy´hodne´ pridat’ sa do takej koalı´cie, pretozˇe by
mu nepriniesla zˇiaden u´zˇitok.
Definı´cia 1.4. Imputa´cia pre hru (N, v) je vy´platne´ rozdelenie x = (x1, ..., xn) ∈ Rn
spl´nˇaju´ce:
1.
∑
i∈N
xi = v(N),
2. xi ≥ v(
{
i
}
) pre vsˇetky i ∈ N.
Definı´cia 1.5. Nech x a y su dve imputa´cie a nech S je koalı´cia. Hovorı´me, zˇe x
dominuje y cez S (d’alej x→S y) ak platı´ :
1. xi > yi pre vsˇetky i ∈ S,
2. x(S) ≤ v(S).
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Definı´cia 1.6. Mnozˇina nedominovany´ch imputa´ciı´ pre hru (N, v) sa nazy´va jadro.
Budeme ho znacˇit’ C(v).
Veta 1.7. Jadro hry v je mnozˇina vsˇetky´ch n-rozmerny´ch vektorov x spl´nˇaju´cich :
1.
∑
i∈S
xi ≥ v(S), pre kazˇdu´ S ⊆ N,
2.
∑
i∈N
xi = v(N).
Doˆkaz. Keby sme nechali S = {i}, podmienku (1.) zredukujeme na xi ≥ v({i}). Spolu s
podmienkou (2.) to znamena´, zˇe vsˇetky tieto vektory su´ imputa´cie. Predpokladajme teraz,
zˇe y spl´nˇa (1.), (2.) a zˇe yi > xi pre vsˇetky i ∈ S. Avsˇak spolocˇne s podmienkou (1.) to
znamena´, zˇe: ∑
i∈S
yi > v(S),
a tak nie je mozˇne´ aby y →S x. Preto x ∈ C(v). Naopak, predpokladajme, zˇe y nespl´nˇa
(1.), (2.). Ak neplatı´ podmienka (2.), nie je to dokonca imputa´cia a tak ani nepatrı´ C(v).
Dˇalej moˆzˇeme predpokladat’, zˇe existuje nejaka´ nepra´zdna S ⊆ N spl´nˇaju´ca∑
i∈S
yi = v(S)− ,
kde  > 0. Majme
α = v(N)− v(S)−
∑
i∈N−S
v({i}).
Moˆzˇme si vsˇimnu´t’ vd’aka superaditivite, zˇe α ≥ 0. Nakoniec majme s ako pocˇet prvkov
v S. Teraz definujme z ako:
zi =
yi +

s
ak i ∈ S
v({i}) + α
n−s ak i /∈ S
Je l’ahke´ sˇi vsˇimnu´t’, zˇe z je imputa´cia a cˇo viac, zˇe z →S y. Preto aj y /∈ C(v).

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Toto je vel’mi zaujı´mavy´ poznatok z hl’adiska klasickej ekonomickej teo´rie, ktora´
povazˇuje jadro hry za riesˇenie va¨cˇsˇiny proble´mov riesˇeny´ch pomocou teo´rie hier.
Dˇalej poznamenajme, zˇe vo vsˇeobecnosti, jadro moˆzˇe obsahovat’ viac nezˇ jeden bod.
To vsˇak nepredstavuje proble´m, pretozˇe sa jedna´ o viac ako jeden stabilny´ vy´sledok. Na-
stat’ vsˇak moˆzˇe aj situa´cia, kedy jadro neexistuje t.j. pra´zdna mnozˇina. Pod’me si uka´zat’
vsˇetky situa´cie ktore´ moˆzˇu nastat’.
Ak ma´ hra jednoprvkove´ jadro jedna´ sa o prı´pad kedy sa hra´cˇi l’ahko dohodnu´ na
stabilnej koalicˇnej sˇtruktu´re. V prı´pade, zˇe je jadro viacprvkove´, vo vsˇeobecnosti nie je
dany´ usta´leny´ postup ako sa vy´hry jednotlivy´ch hra´cˇov rozdelia. V niektory´ch literatu´rach
sa uva´dza princı´p nedostatocˇnej evidencie. Tento princı´p vsˇak nebudem blizˇsˇie rozvı´jat’.
Dˇalsˇı´ princı´p sa opiera o hra´cˇsku doˆlezˇitost’. Inak povedane´ o kol’ko by sa znı´zˇil zisk keby
hra´cˇ do danej koalı´cie nevstu´pil. Tento princı´p mozˇno v praxi cˇasto vidiet’ v sˇta´tnej sfe´re
naprı´klad vo vol’ba´ch kedy su´ vel’ke´ strany tlacˇene´ maly´mi. (Vel’ke´ strany by svoje na´vrhy
nepresadili bez pomoci malej strany). Vel’ke´ strany sa tak snazˇia udrzˇat’ koalı´ciu pretozˇe je
pre ne rozpad stratovejsˇı´. Tejto problematike sa budeme podrobnejsˇie venovat’ pomocou
Shapleyho hodnoty, ktora´ vyjadruje relatı´vnu vyjedna´vaciu silu.
Nakoniec hra, ktora´ nema´ zˇiadne jadro. V literatu´rach by sme narazili na niekol’ko
postupov ako pri tejto situa´ciı´ postupovat’. Ja vsˇak uvediem spoˆsob kedy ma´me urcˇenu´
charakteristicku´ funkciu a tak moˆzˇeme proble´m riesˇit’ taktiezˇ pomocou Shapleyho hod-
noty, cˇo z pohl’adu roˆznych aplika´ciı´ predstavuje vel’ku´ vy´hodu.
Prvy´ prı´klad demonsˇtruje, zˇe riesˇenie TU hier ma´ vy´znam uvazˇovat’ aj pri koalı´cia´ch
len dvoch hra´cˇov.
Prı´klad 1.8. Uvazˇujme 2 spolocˇnosti S1, S2 Prva´ preda´va spracovane´ drevo ako po-
lotovar a druha´ toto spracovane´ drevo nakupuje a d’alej preda´va ako hotovy´ vy´robok.
Uvazˇujme zjednodusˇenu´ situa´ciu, kedy firma, ktora´ vyra´ba hotove´ vy´robky nema´ inu´
mozˇnost’ ako naku´pit’ od firmy s polotovarmi. (Z hl’adiska interpreta´cie ta´to situa´cia moˆzˇe
nastat’ naprı´klad, ak firma ktora´ vyra´ba hotove´ vy´robky sa snazˇı´ minimalizovat’ na´klady
na vy´robu a tak si nemoˆzˇe dovolit’ nakupovat’ polotovary od inej spolocˇnosti). Charakte-
risticka´ funkcia je dana´ nasledovne:
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v(N) = 2, v({1}) = 1, v({2}) = 0.
Mnozˇina imputa´ciı´ je nekonecˇna´. Vyjadruju´ ju nasledovne´ linea´rne nerovnice, ktore´
predstavuju´ aj individua´lnu racionalitu hra´cˇov:
S1 ≥ 1, S2 ≥ 0.
Priestor vyjedna´vania je urcˇeny´ nasledovne:
S1 ∈ 〈1, 2〉 , S2 = 2− S1.
Ta´to hra na´m vyu´st’uje do situa´cie kedy spolocˇnost’ S1 ma´ za´ujem vytvorit’ koalı´ciu s
druhou spolocˇnost’ou, ak by jej zisk bol minima´lne taky´, aky´ si doka´zˇe zabezpecˇit’ sama.
Ak sa teda spolocˇnosti spoja, zvy´sˇi sa tak dopyt po na´bytku a tak aj po polotovare a pre
obe spolocˇnosti je ta´to situa´cia vy´hodna´, pretozˇe spolu doka´zˇu zı´skat’ viac ako oddelene.
Jadro hry je v tomto prı´pade
S1 ≥ 1, S2 ≥ 0, S1 + S2 = 2, t.j. S1 ∈ 〈1, 2〉 , S2 = 1− S1,
cˇo odpoveda´ intuitı´vnej predstave. Zaujı´mavejsˇie vy´sledky dostaneme ak je hra´cˇov
viac ako ukazuje nasleduju´ci prı´klad.
Prı´klad 1.9. Predstavme si, zˇe ma´me akciona´ra A, ktory´ vlastnı´ akcie a snazˇı´ sa ich
predat’. Dˇalej ma´me dvoch kupcov (1, 2), ktorı´ si cenia danu´ akciu na 90 a 100 eur. Ak
akciona´r A preda´ svoje akcie za cenu x, jeho zisk bude logicky x. Pricˇom vsˇak zisk kupca
1 bude 90− x. Celkovy´ zisk koalı´cie pozosta´vaju´cej z hra´cˇov A,2 bude teda
v({A, 1}) = 90.
Podobne zisk koalı´cie A,2 bude
v({A, 2}) = 100.
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Na druhej strane hra´cˇ, ktory´ nevytvorı´ zˇiadnu koalı´ciu alebo dvaja kupuju´ci dokopy,
nemoˆzˇu zı´skat’ zˇiadny zisk.
v({i}) = v({1, 2}) = 0.
Nakoniec koalı´cia pozosta´vaju´ca zo vsˇetky´ch troch hra´cˇov:
v({A, 1, 2}) = 100.
Moˆzˇme si vsˇimnu´t’, zˇe jadro hry pozosta´va zo vsˇetky´ch vektorov (x1, x2, x3) spl´nˇaju´cich:
x1 + x2 ≥ 90, x1 + x3 ≥ 100, x1 + x2 + x3 = 100, xi ≥ 0.
Teda
C(v) = {(t, 0, 100− t)|90 ≤ t ≤ 100}.
Vidı´me, zˇe rola druhe´ho hra´cˇa je bezvy´znamna´ a preto akciona´r preda´ akcie prve´mu
hra´cˇovi.
1.2 Vlastnosti TU hier
TU hry moˆzˇu mat’ roˆzne dodatocˇne´ vlastnosti, ktore´ na´m napovedaju´ o spoˆsobe ich
riesˇenia. Uvediem za´kladne´ z nich. Teoreticke´ poznatky sme cˇerpali z [4].
Definı´cia 1.10. Hru (N, v) nazveme slabo superaditı´vnou ak platı´:
v(S ∪ {i}) ≥ v(S) + v({i}), pre vsˇetky S ⊆ N, i /∈ S.
Slaba´ superaditivita na´m hovorı´ o tom, zˇe ak sa k danej koalı´ciı´ prida´ d’alsˇı´ (i-ty) hra´cˇ,
celkova´ hodnota u´cˇelovej funkcie sa nezmensˇı´. Poznamenajme tiezˇ, zˇe superaditivita im-
plikuje slabu´ superaditivitu.
Definı´cia 1.11. Hra (N, v) ma´ konsˇtantny´ su´cˇet ak platı´:
v(S) + v(N − S) = v(N), pre vsˇetky S ⊆ N.
Konsˇtantny´ su´cˇet ma´ hra pri ktorej nema´ vy´znam vytva´rat’ koalı´cie, pretozˇe hra´cˇi ktory´
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taku´to koalı´ciu vytvoria nezvy´sˇia svoj u´zˇitok.
Definı´cia 1.12. Hra (N, v) je 0-normalizovana´ ak platı´:
v(
{
i
}
) = 0, pre vsˇetky i ∈ N.
Teda hra´cˇi, ktorı´ nevytvoria zˇiadnu koalı´ciu si nezabezpecˇia zˇiaden u´zˇitok, resp. ich u´zˇitok
bude nulovy´. Zmyslom 0-normalizovanej hry je, zˇe ma´ zmysel uvazˇovat’ zisk, ktory´ si
hra´cˇi doka´zˇu zabezpecˇit’ nad ra´mec svojich istoˆt, teda v prı´padoch kedy su´ su´cˇast’ou neja-
kej koalı´cie.
Definı´cia 1.13. Hra (N, v) je monoto´nna ak platı´:
S ⊆ T ⊆ N ⇒ v(S) ≤ v(T ).
Vel’kost’ zisku je neklesaju´ca funkcia.
1.3 Shapleyho hodnota
V tejto cˇasti sa budeme zaoberat’ postupom ako analyzovat’ n-cˇlennu´ hru v zmysle
definı´cie 1.1. Jadro hry je uzˇitocˇne´ ak sa dı´vame na stabilitu riesˇenia. Nasˇim za´merom
je objasnit’ postupy, ktore´ su´visia s vyjedna´vanı´m rozdelenia vy´hier. Budeme sa snazˇit’
priradit’ kazˇde´mu hra´cˇovi pra´ve jednu hodnotu vektoru (i-ty vstup hodnoty vektora moˆzˇe
byt’ povazˇovany´ za hodnotu miery sily i-teho hra´cˇa v hre).
Charakteristicka´ funkcia, Shapleyho axio´my
Definı´cia 1.14. Charakteristicka´ funkcia φ je funkcia, ktora´ prirad’uje kazˇdej charak-
teristickej funkcii n-cˇlennej hry v, n-ticu rea´lnych cˇı´sel.
φ(v) = (φ1(v), φ2(v), ..., φn(v)),
φi(v) reprezentuje hodnotu hra´cˇa i v hre s charakteristickou funkciou v.
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Shapleyho axio´my pre φ(v) :
1. Efektı´vnost’:
∑
i∈N
φi(v) = v(N).
2. Symetria: v prı´pade, zˇe i a j su´ take´, zˇe v(S∪{i}) = v(S∪{j}) pre kazˇdu´ koalı´ciu
S neobsahuju´cu i a j, potom platı´ φi(v) = φj(v).
3. Dummy axio´m: v prı´pade, zˇe i je take´, zˇe v(S) = v(S ∪ {i}) pre kazˇdu´ koalı´ciu S
neobsahuju´cu i, potom φi(v) = 0.
4. Aditivita: Ak u a v su´ charakteristicke´ funkcie, potom φ(u+ v) = φ(u) + φ(v).
Axio´m 1. na´m hovorı´ o skupinovej racionalite. Druhy´ axio´m hovorı´, zˇe ak je charak-
teristicka´ funkcia symetricka´ pre hra´cˇov i a j, potom hodnoty prı´slusˇne´ hra´cˇom i a j su´
si rovne´. Tretı´ axio´m na´m priblizˇuje situa´ciu pri ktorej sa hra´cˇ pripojı´ ku koalı´ciı´ a ak
jej nepomoˆzˇe ani neusˇkodı´ jeho hodnota by mala byt’ nulova´. Najsilnejsˇı´ posledny´ axio´m
v na´s vzbudzuje dojem, zˇe vy´sledna´ hodnota dvoch hier hrany´ch su´cˇasne by mala byt’
su´cˇtom prı´slusˇny´ch hodnoˆt hry hrany´ch v rozdielnom cˇase. Treba poznamenat’, zˇe ak u a
v su´ charakteristicke´ funkcie potom je tak aj pri u+ v.
Axio´my (1)-(4) jednoznacˇne urcˇuju´ jedinu´ charakteristicku´ funkciu nazy´vanu´ Sha-
pleyho hodnota, ktora´ je dana´ vzt’ahom:
φ = (φ1, ..., φn), kde i = 1, ..., n,
φi(v) =
∑
S⊂N
i∈S
(|S| − 1)!(n− |S|)!
n!
[v(S)− v(S − {i})].
Su´cˇet v tomto vzorci je suma cez vsˇetky koalı´cie S, ktore´ obsahuju´ i. Vy´raz [v(S) −
v(S − {i})] na´m da´va hodnotu o ktoru´ sa zvy´sˇi u´zˇitok koalı´cie S − {i} pridanı´m
i-teho hra´cˇa. Na´jst’ hodnotu φi(v) teda znamena´ uvazˇovat’ vsˇetky koalı´cie obsahuju´ce i,
vypocˇı´tat’ prı´spevok hra´cˇa i kazˇdej koalı´ciı´, vyna´sobit’ s vy´razom (|S|−1)!(n−|S|)!
n!
a na´sledne
scˇı´tat’.
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Dany´ vzorec na´m hovorı´,zˇe φi(v) je priemerne´ mnozˇstvo, ktore´ hra´cˇ i prinesie do
vel’kej koalı´cie, ak ostatnı´ hra´cˇi postupne vytva´rali tu´to koalı´ciu v na´hodnom poradı´.
Shapleyho hodnota ma´ sˇiroke´ vyuzˇitie v praxi. Je doˆlezˇite´ si uvedomit’, zˇe koalı´cie
nemusia tvorit’ len hra´cˇi, ale aj roˆzne ine´ funkcie, hodnoty a situa´cie, ktore´ na´sˇmu modelu
vyhovuju´.
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2 Analy´za su´cˇasne´ho stavu
V praxi sa pouzˇı´va mnoho postupov na analy´zu trzˇny´ch, obchodny´ch, optimalizacˇny´ch
a iny´ch situa´ciı´. My sa na ne pozrieme z pohl’adu teo´rie hier. V prvej cˇasti diskutujeme
o pouzˇitı´ apara´tu teo´rie hier na celu´ sˇka´lu podnikov z hl’adiska pra´vnej formy. Dˇalsˇia
cˇast’ sa su´stredı´ na definovanie existuju´cich tried koalicˇny´ch hier. Pra´vna forma podniku
na´m moˆzˇe pomoˆct’ blizˇsˇie sˇpecifikovat’ o aku´ triedu koalicˇny´ch hier sa jedna´. Posledna´
cˇast’ tejto kapitoly je zamerana´ na predstavenie troch konkre´tnych modelov z praxe, na
ktory´ch je doka´zana´ vsˇestrannost’ pouzˇitia Shapleyho hodnoty za pomoci definovany´ch
princı´pov.
2.1 Podniky a ich pra´vna forma
Podniky podl’a pra´vnej formy v Cˇeskej republike rozdel’ujeme na :
1. Podniky jednotlivca
2. Osobne´ spolocˇnosti
3. Kapita´love´ spolocˇnosti
4. Druzˇstva´
5. Sˇta´tne podniky
Podnik jednotlivca (podnik fyzickej osoby):
• K zalozˇeniu je potrebny´ nizˇsˇı´ kapita´l a regula´cia zo strany sˇta´tu je minima´lna
• Neobmedzene´ rucˇenie za dlhy
• Podniky jednotlivca maju´ va¨cˇsˇinou formu zˇivnosti
V prı´pade podnikov, ktory´ch je cˇlenom len jedna fyzicka´ osoba (jeden hra´cˇ) nema´
ako vzniknu´t’ koalı´cia. Hra´cˇ (zˇivnostnı´k) sa moˆzˇe podiel’at’ na tvorbe koalı´ciı´ iba navo-
nok. (Naprı´klad s doda´vatel’mi, odberatel’mi, roˆznymi vy´robcami, iny´mi zˇivnostnı´kmi,
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spolocˇnost’ami atd’).
Obchodne´ spolocˇnosti
• Su´ vytvorene´ dvomi alebo viacery´mi osobami, ktore´ sa delia o zisky a su´ spolocˇne
zodpovednı´ za dlhy
• V Cˇeskej republike existuju´ dve formy a to verejna´ obchodna´ spolocˇnost’, koman-
ditna´ spolocˇnost’
Blizˇsˇie popı´sˇem komanditnu´ spolocˇnost’, pretozˇe z pohl’adu teo´rie hier je zaujı´mavejsˇia.
Ako uzˇ bolo spomı´nane´, komanditna´ spolocˇnost’ moˆzˇe byt’ zalozˇena´ spojenı´m minima´lne
dvoch spolocˇnı´kov (zakladatel’ov). Jeden zo zakladatel’ov rucˇı´ za za´va¨zky spolocˇnosti
cely´m svojim majetkom (komplementa´r), a druhy´ len do vy´sˇky svojho vkladu (koman-
ditista). Na riadenı´ spolocˇnosti sa podiel’aju´ komplementa´ri. Pra´ve preto maju´ pri tvorbe
koalı´ciı´ komanditisti nulovu´ vyjedna´vaciu schopnost’. Maju´ na´rok na zisk, ale nie na ria-
denie spolocˇnosti. Zisk sa rozdel’uje podl’a vy´sˇky vkladu. Ak je komplementa´rov viac,
koalı´cie a tak aj za´va¨zne´ dohody moˆzˇu vznikat’ vo vnu´tri, ale aj navonok spolocˇnosti.
Kapita´love´ spolocˇnosti
• Spolocˇnı´ci rucˇia za svoje za´va¨zky len do vy´sˇky svojho vkladu
• Formami v Cˇeskej republike su´ spolocˇnost’ s rucˇeny´m obmedzenı´m, akciova´ spo-
locˇnost’
Akciova´ spolocˇnost’
Za´kladne´ ı´mianie je rozdelene´ na urcˇity´ pocˇet akciı´ o urcˇitej nomina´lnej hodnote. Cha-
rakteristicky´m znakom akciovej spolocˇnosti je akcia. Akcia je cenny´ papier s ktory´m su´
spojene´ pra´va akciona´ra podiel’at’ sa na riadenı´ spolocˇnosti, zisku a likvidacˇnom zostatku.
S akciami sa obchoduje na burze za trzˇnu´ cenu, ktora´ je tvorena´ ponukou a dopytom po ak-
cii urcˇite´ho podniku. Dopyt a ponuka su´ ovplyvnene´ ocˇaka´vaniami investorov, naprı´klad
na za´klade odhadov ake´ budu´ vy´nosy plynu´ce z akciı´. Aktua´lnu trzˇnu´ cenu akcie moˆzˇeme
21
zistit’ z kurzove´ho lı´stku burzy.
Z pohl’adu teo´rie hier je akciova´ spolocˇnost’ vel’mi dobre aplikovatel’na´. Vyjedna´vacia
sila jednotlivy´ch spolocˇnı´kov (hra´cˇov) je dana´ najcˇastejsˇie pocˇtom akciı´, ktore´ vlastnia
(podielom na celkovom majetku firmy). Je doˆlezˇite´ poznamenat’, zˇe v hra´ch nebudeme
uvazˇovat’ zˇiadne obmedzenia pra´v vlastnı´kov akciı´, ktore´ im z nich plynu´[5].
Blizˇsˇiu sˇpecifika´ciu akciovej a komanditnej spolocˇnost’ou si uva´dzame preto, pretozˇe
je to z hl’adiska kooperatı´vnych hier zaujı´mave´. V komanditnej spolocˇnosti existuje sku-
pina hra´cˇov, ktora´ nemoˆzˇe do rozhodovania zasahovat’. Ich prı´nos akejkol’vek koalı´cii
je nulovy´, teda vzhl’adom k Dummy axio´mu neumozˇnˇuje v ra´mci Shapleyho hodnoty
zˇiadnu silu. To sa u akciovy´ch spolocˇnostı´ stat’ nemoˆzˇe, pretozˇe kazˇdy´ akciona´r vlastnı´
urcˇity´ pocˇet akciı´ a ty´m pa´dom sa podiel’a na riadenı´ spolocˇnosti. Uka´zˇeme si zaujı´mavy´
prı´klad, kedy Shapleyho vektor moˆzˇe priradit’ nenulovu´ hodnotu aj hra´cˇovi, ktory´ ma´ v
jadre nulove´ cˇleny xi.
Prı´klad 2.15. Ma´me hru s nasleduju´cimi charakteristicky´mi funkciami:
v({1}) = 0, v({2}) = 0, v({3}) = 0, v({1, 2}) = 5,
v({1, 3}) = 10, v({2, 3}) = 0, v({1, 2, 3}) = 10.
Jadro hry je dane´:
C(v) = {(x1, x2, x3)|x2 = 0, x1 + x3 = 10, x1 ≥ 5}.
Shapleyho hodnota jednotlivy´ch hra´cˇov:
φ1(v) =
35
6
,
φ2(v) =
5
6
,
φ3(v) =
10
3
.
Na za´klade individua´lnej racionality sa hra´cˇom 1 a 3 neoplatı´ vytva´rat’ s hra´cˇom 2
koalı´ciu. Je vsˇak vidiet’, zˇe v konecˇnom doˆsledku aj hra´cˇovi 2 Shapleyho hodnota priradila
vyjedna´vaciu schopnost’ (aj ked’ len vel’mi nı´zku).
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2.2 Triedy koalicˇny´ch hier
Momenta´lne je vybudovany´ apara´t teo´rie hier pre riesˇenie roˆznych konkre´tnejsˇı´ch ty-
pov proble´mu. Princı´pom je vytvoreny´ vsˇeobecnejsˇı´ popis situa´cie, ktory´ potom slu´zˇi na
urcˇenie hodnoˆt charakteristickej funkcie. Hodnoty charakteristickej funkcie sa na´sledne
pouzˇı´vaju´ pri vyjedna´vanı´ rozdelenia vy´hier. Teoreticke´ poznatky sme cˇerpali z [6].
2.2.1 Trzˇne´ hry
Nech U, je mnozˇina hra´cˇov. Trhom rozumieme sˇtvoricu (N,Rm+ , A,W ), kde N je
koalı´cia (mnozˇina obchodnı´kov), Rm+ je taka´ cˇast’ Euklidovske´ho priestoru v ktorom su´
vzˇdy hodnoty Rm kladne´ (priestor komodı´t), A = (ai)i∈N je indexovany´ su´bor bodov
v Rm+ (pocˇiatocˇne´ dota´cie) a nakoniec W = (wi)i∈N su´ indexovane´ su´bory spojity´ch
konka´vnych funkciı´ v Rm+ (u´zˇitkove´ funkcie).
Predpoklada´me, zˇe na´sˇ trh ma´ prenosny´ u´zˇitok, to znamena´, zˇe existuje dodatocˇna´
komodita, peniaze, a kazˇdy´ obchodnı´k zohl’adnˇuje jeho u´zˇitok za tovar v ra´mci svojich
penˇazˇny´ch mozˇnostı´.
Forma´lne, u´zˇitok obchodnı´ka i ∈ N pre x ∈ Rm+ a mnozˇstvo penˇazı´ ξ ∈ RN je
W i(x, ξ) = wi(x) + ξi. Mnozˇstvo penˇazı´ ξi moˆzˇe nadobu´dat’ za´porne´ hodnoty. Tiezˇ je
doˆlezˇite´ poznamenat’, zˇe spocˇiatku kazˇdy´ obchodnı´k vstupuje na trh s nulovy´m pocˇiatocˇny´m
kapita´lom.
Nech (N,Rm+ , A,W ) je trh a nech platı´ ∅ 6= S ⊆ N . Obchod medzi cˇlenmi S sa
zohl’adnı´ v indexovanom su´bore (xi, ξi)i∈S , tak zˇe xi ∈ Rm+ pre vsˇetky i ∈ S,
∑
i∈S
xi =∑
i∈S
ai a
∑
i∈S
ξi = 0. Celkovy´ u´zˇitok koalı´cie S ako vy´sledok predcha´dzaju´ceho uzavretia
obchodu je:
∑
i∈S
W i(xi, ξi) =
∑
i∈S
wi(xi) +
∑
i∈S
ξi =
∑
i∈S
wi(xi).
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Definı´cia 2.16. Uskutocˇnitel’ne´ S-aloka´cie su´ indexovane´ su´bory xs = (xi)i∈S tak, zˇe
xi ∈ Rm+ pre vsˇetky i ∈ S a
∑
i∈S
xi =
∑
i∈S
ai, XS je mnozˇina vsˇetky´ch uskutocˇnitel’ny´ch
S-aloka´ciı´.
Definı´cia 2.17. Hra (N, v) je trzˇna´ hra ak existuje trh (N,Rm+ , A,W ) tak, zˇe:
v(S) = max
{∑
i∈S
wi(xi)|xs ∈ XS
}
pre kazˇdu´ S ⊆ N.
Prı´klad 2.18. Uvazˇujme hru pozosta´vaju´cu z troch hra´cˇov. (Hra´cˇmi su´ 3 akciove´
spolocˇnosti, ktore´ obchoduju´ na burze). Kazˇda´ z nich sa snazˇı´ svoje komodity vhodne
investovat’ a tak maximalizovat’ svoj zisk. Oznacˇme si spolocˇnosti N = {1, 2, 3}. Komo-
ditami s ktory´mi moˆzˇu medzi sebou obchodovat’ su´ ka´va a chmel’ (x1, x2). Spolocˇnosti
disponuju´ nasleduju´cim mnozˇstvom komodı´t:
a1 → (2, 0),
a2 → (1, 2),
a3 → (1, 3),
pricˇom ich u´zˇitok je dany´ nasleduju´cimi funkciami:
w1(x1, x2) = 2x1 + x2, w2(x1, x2) = x1 + 2x2, w3(x1, x2) = x1 + x2.
Hra´cˇi sa snazˇia maximalizovat’ svoj zisk a uvazˇuju´ cˇi sa im vyplatı´ vytva´rat’ koalı´cie.
Vy´pocˇtom sa dosta´vame k nasleduju´cim ziskom:
v({1}) = 4, v({2}) = 5, v({3}) = 4,
v({1, 2}) = 12, v({1, 3}) = 9, v({2, 3}) = 12,
v({1, 2, 3}) = 18.
Vy´pocˇtom sa dosta´vame k za´veru, zˇe sa spolocˇnostiam vyplatı´ vytva´rat’ koalı´cie,
pretozˇe si tak zabezpecˇia vysˇsˇı´ zisk. Naprı´klad ak sa spolocˇnost’ 2 spojı´ so spolocˇnost’ou
3, ich zisk bude 12, cˇo je v porovnanı´ s ty´m cˇo si doka´zˇu zabezpecˇit’ samy viac. Dˇalej ak
sa k nim prida´ hra´cˇ 1, ktory´ si sa´m doka´zˇe zabezpecˇit’ len 4, celkovy´ zisk sa zvy´sˇi na 18.
Taka´to situa´cia v praxi vedie naprı´klad ku vzniku monopolov.
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2.2.2 Na´kladove´ (alokacˇne´) hry
Nech U je mnozˇina hra´cˇov. Alokacˇny´ proble´m na´kladov je hra (N, c), kde N je
koalı´cia a c je koalicˇna´ funkcia - na´kladova´ funkcia proble´mu. Intuitı´vne N reprezentuje
mnozˇinu potencia´lnych za´kaznı´kov verejnej sluzˇby alebo zariadenia. Kazˇdy´ za´kaznı´k je
obslu´zˇeny´ v nejakej pred definovanej u´rovni, alebo nie je obslu´zˇeny´ voˆbec.
Definı´cia 2.19. Nech S ⊆ N. Potom c(S) reprezentuje najnizˇsˇie na´klady obsluhy
cˇlena S pomocou naju´cˇinnejsˇı´ch mozˇny´ch prostriedkov. Hra (N, c) sa nazy´va na´kladova´
hra.
Hoci na´kladovu´ hru (N, c) forma´lne povazˇujeme za hru, z pohl’adu aplika´ciı´ to tak
nie je. Na´kladova´ funkcia nie je interpretovana´ ako obycˇajna´ koalicˇna´ funkcia. Je mozˇne´
priradit’ na´kladovej hre (N, c) obycˇajnu´ hru zvanu´ u´sporna´ hra v(S) (saving game) , ktora´
je dana´ vzt’ahom:
v(S) :=
∑
i∈S
c({i})− c(S),
kde S ⊆ N .
Prı´klad 2.20. Airport game
Uvazˇujme letisko s jednou sˇtartovacou dra´hou. Predpokladajme, zˇe ma´me m rozdielnych
lietadiel a ck, 1 ≤ k ≤ m je cena za prena´jom prista´vacej dra´hy lietadla k. Nech Nk je
mnozˇina lietadiel typu k prista´vacı´ch v danom cˇase a N =
m⋃
k=1
Nk. To znamena´, zˇe hra´cˇi
(cˇleny mnozˇiny N ), su´ prista´vacie lietadla´. Na´kladova´ funkcia tejto hry je dana´ vzt’ahom:
c(S) = max
{∑
i∈S
ck|S ∩Nk 6= ∅
}
,
c(∅) = 0.
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2.2.3 Jednoduche´ hry
Definı´cia 2.21. Jednoducha´ hra je dvojica (N,W ), kdeN je koalı´cia aW je podmnozˇina
mnozˇiny 2N splnˇuju´ca:
1. N ∈ W,
2. ∅ /∈ W,
3. (S ⊆ T ⊂ N) ∧ (S ∈ W )⇒ T ∈ W.
Prvkom W je koalı´cia a W je mnozˇina vy´herny´ch koalı´ciı´. Vlastnost’ (S ⊆ T ⊂
N) ∧ (S ∈ W ) ⇒ T ∈ W je vlastnost’ monoto´nnosti jednoduchy´ch hier. Intuitı´vne jed-
noducha´ hra g = (N,W ) reprezentuje vy´bor: koalı´cia N je mnozˇina cˇlenov vy´boru a W
je mnozˇina koalı´ciı´, ktore´ plne kontroluju´ rozhodnutia g. Vsˇimnime si, zˇe kazˇdy´ parla-
ment je vy´bor, kazˇde´ mestske´ zastupitel’stvo je vy´bor, atd’..
Vlastnosti jednoduchy´ch hier
Definı´cia 2.22. Nech g = (N,W ) je jednoducha´ hra. Jednoduchu´ hru nazveme:
1. Vlastnou ak platı´ S ∈ W ⇒ N − S /∈ W,
2. Silnou ak platı´ S /∈ W ⇔ N − S ∈ W,
3. Slabou ak platı´ V =
⋂
i∈S
S 6= ∅.
Cˇlenovia V sa nazy´vaju´ veto hra´cˇi. Jednoducha´ hra g je dikta´torska´ ak existuje j ∈ N
(tzv. dikta´tor) tak, zˇe S ∈ W ⇔ j ∈ S.
Pozna´mka. V mnohy´ch aplika´cia´ch je zvykom pridruzˇit’ g koalicˇnu´ hru G = (N, v),
kde v(S) = 1 ak S ∈ W a v(S) = 0 inak. Mysˇlienku moˆzˇeme aplikovat’ naprı´klad na
vy´bor g, ktory´ musı´ umiestnit’ fixne´ mnozˇstvo penˇazı´ medzi jeho cˇlenov a pomocou Sha-
pleyho hodnoty potom navrhnu´t’ prı´padne´ rozdelenie. Tento fakt vedie k d’alsˇej definı´cii.
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Definı´cia 2.23. Nech g = (N,W ) je jednoducha´ hra. Pridruzˇena´ koalicˇna´ hra s jed-
noduchou hrou je dana´ vzt’ahom:
v(S) =
1 ak S ∈ W,0 inak.
Pripomenˇme si, zˇe aka´kol’vek monoto´nna koalicˇna´ hra (N, v), ktora´ spl´nˇa
v(S) ∈ {0, 1} pre S ⊆ N a v(N) = 1, je zdruzˇena´ hra s jednoduchou hrou.
Definı´cia 2.24. Jednoducha´ hra (N,W ) je va´hovo va¨cˇsˇinova´ hra (weighted majority
game) ak existuje kvo´ta q > 0 a va´ha wi ≥ 0 pre kazˇde´ i ∈ N , tak zˇe platı´
S ⊆ N,S ∈ W ⇔ w(S) ≥ q,
kde w(S) =
∑
i∈S
wi.
Prı´klad 2.25. Uvazˇujme sˇtyroch akciona´rov v podniku, ktorı´ vlastnia akcie s nasle-
duju´cimi podielmi 10, 20, 30, 40. Je dane´, zˇe na schva´lenie rozhodnutia v podniku je
potrebna´ nadpolovicˇna´ va¨cˇsˇina. Toto moˆzˇme povazˇovat’ za jednoduchu´ hru, kde vy´herne´
koalı´cie su´:
{2, 4}, {3, 4}, {1, 2, 3}, {1, 2, 4}, {1, 3, 4}, {2, 3, 4}, {1, 2, 3, 4}.
Ta´to hra sa nazy´va va´hovo va¨cˇsˇinova´ hra s va´hami w1 = 10, w2 = 20, w3 = 30, w4 = 40,
pricˇom kvo´ta je 50. Chceme na´jst’ Shapleyho hodnotu tejto hry. Vy´pocˇtom sa dostaneme
k nasleduju´cim vy´sledkom φ1 = 112 , φ2 =
1
4
, φ3 =
1
4
, φ4 =
5
12
. Shapleyho vektor je teda
( 1
12
, 1
4
, 1
4
, 5
12
).
Sku´sme zmenit’ zadanie. Ponechajme sˇtyroch hra´cˇov, ale podiely akciı´ zmenı´me na
10, 30, 30, 40. Je viditel’ne´, zˇe ak ktory´kol’vek z hra´cˇov 2, 3 a 4 vytvoria koalı´ciu bude
vy´herna´. Hra´cˇ 1 je ”nepotrebny´”. Nemoˆzˇe zarucˇit’ vy´hru zˇiadnej z koalı´cii bez toho, aby
sa k nim uzˇ zˇiaden hra´cˇ nepridal. Vy´pocˇtom sa dosta´vame k nasleduju´cemu Shapleymu
vektoru:
(0,
1
3
,
1
3
,
1
3
).
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Prı´klad 2.26. Hlasovacia hra
Bezpecˇnostna´ rada Organiza´cie Spojeny´ch na´rodov pozosta´va z piatich sta´lych cˇlenov
(USA, Rusko, Brita´nia, Francu´zsko, Cˇı´na) a d’alsˇı´ch desiatich nesta´lych. Na´vrhy musia
byt’ schva´lene´ deviatimi cˇlenmi vra´tane sta´lych cˇlenov. Ta´to situa´cia vedie k hlasovacej
15-cˇlennej hre (N, v), v(S) = 1 ak koalı´cia pozosta´va z piatich sta´lych cˇlenov a d’alsˇı´ch
sˇtyroch nesta´lych a v(S) = 0 inak. Taka´to hra sa tiezˇ nazy´va jednoducha´ hra. Koalı´cia s
ohodnotenı´m 1 je vy´herna´.
v(S) =
1 ak {1, ..., 5} ⊆ S, |S ≥ 9,0 inak.
2.3 Aplika´cia Shapleyho hodnoty v praxi
V tejto cˇasti si uka´zˇeme uplatnenie Shapleyho hodnoty na konkre´tnych modeloch z
praxe. Presvedcˇı´me sa, zˇe teo´ria hier ma´ sˇiroke´ uplatnenie nie len v oblastiach ekono´mie,
ale aj v mnohy´ch iny´ch situa´ciach, ktore´ si podrobne rozoberieme. Zdrojom poznatkov v
tejto cˇasti su´ [7].
2.3.1 Dragon Den reality show
Prvy´ model, ktory´m sa budeme zaoberat’ je televı´zna show. Pod’me sa pozriet’ na ele-
gantny´ spoˆsob aky´m budeme analyzovat’ rozhodovaciu situa´ciu investorov o ku´pe akciı´.
Dragon Den je popula´rna televı´zna show, ktorej cˇlenmi su´ traja dobrodruzˇnı´ investori.
Dˇalsˇı´m cˇlenom je maly´ podnikatel’, ktory´ opı´sˇe svoj podnikatel’sky´ za´mer a snazˇı´ sa pre-
svedcˇit’ investorov pre investı´ciu do jeho pla´nu za vy´menu akciı´ jeho spolocˇnosti. Hos-
titelia kladu´ ota´zky a diskutuju´ o vyhliadkach spolocˇnosti (naprı´klad na ktory´ subjekt
na trhu sa bude zameriavat’, roˆznorodost’ obchodne´ho modelu, atd’.) a nakoniec navrhnu´,
cˇo vnı´maju´ ako spravodlivu´ vy´menu financovania za zı´skanie akciı´ spolocˇnosti. Ako aj
mnozˇstvo financˇny´ch prostriedkov tak aj akcie spolocˇnosti pozˇadovane´ na opla´tku moˆzˇu
byt’ odlisˇne´ v za´vislosti od investorov, pretozˇe su´ priamou´merne´ zdrojom (napr. marke-
ting, doda´vatel’ske´ ret’azce), ktore´ investor investuje do spolocˇnosti, a tak zvy´sˇi jej hod-
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notu.
U´loha, ktoru´ v nasˇom modele budeme riesˇit’ znie ak vsˇetci hostitelia chcu´ na´jst’ biznis,
ktorı´ by financovali a tak by teda prispievali k rastu spolocˇnosti, ako rovnocenne roz-
delı´me akcie spolocˇnosti vlastnı´kovi a trom investorom. (Predpokladajme, zˇe vieme presne
odhadnu´t’ kol’ko jednotlivı´ cˇlenova moˆzˇu prispiet’.)
Predpokladajme, zˇe hra´cˇ P1 spolocˇnost’ ocenil na u´rovenˇ 10 mil. eur. P2, P3, P4 su´
hostitelia - investori. Najskoˆr si vypı´sˇeme vsˇetky mozˇne´ vzniknute´ koalı´cie. To je 2N ,
v nasˇom konkre´tnom prı´klade teda 24 = 16. Do tohto vy´pocˇtu zahrnieme aj pra´zdnu
mnozˇinu. Hostitelia nemoˆzˇu vytvorit’ zˇiadnu dohodu bez su´hlasu hra´cˇa P1 a tiezˇ nemoˆzˇe
vzniknu´t’ koalı´cia, ktora´ by zˇiadneho hra´cˇa neobsahovala. Najskoˆr teda:
v(∅) = v({2}) = v({3}) = v({4}) = v({2, 3}) = v({3, 4}) = v({2, 3, 4}) = 0.
Dˇalsˇie koalı´cie ohodnotı´me nasleduju´cimi charakteristicky´mi funkciami:
v({1}) = 10, v({1, 2}) = 20, v({1, 3}) = 30, v({1, 4}) = 35,
v({1, 2, 3}) = 45, v({1, 2, 4}) = 35, v({1, 3, 4}) = 35, v({1, 2, 3, 4}) = 50.
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Tab. 1 Shapleyho hodnota hra´cˇ cˇ.1 (Dragon Den reality show)
S P4(S) [v(S)− v(S − {1})] P4(S) ·∆1(S)
{1} 0!3!
4!
= 6
26
= 1
4
v({1})− v(∅) = 10 1
4
10 = 5
2
= 34
12
{1, 2} 1!2!
4!
= 1
12
v({1, 2})− v({2}) = 20 20
12
= 5
3
{1, 3} 1
12
30 30
12
= 5
2
{1, 4} 1
12
35 35
12
{1, 2, 3} 2!1!
4!
= 1
12
45 45
12
{1, 2, 4} 1
12
35 35
12
{1, 3, 4} 1
12
35 35
12
{1, 2, 3, 4} 3!0!
4!
= 1
4
50 50
12
φ1(v) =
280
12
= 23, 33.
Tab. 2 Shapleyho hodnota hra´cˇ cˇ.2 (Dragon Den reality show)
S P4(S) ∆2(S) P4(S) ·∆2(S)
{2} 1
4
0 · 0 0
{1, 2} 1
12
20 · 10 10
12
{1, 2, 3} 1
12
45− 30 = 15 15
12
{1, 2, 4} 1
12
35− 35 = 0 0
{1, 2, 3, 4} 1
4
50− 35 = 15 15
4
= 45
12
φ2(v) =
70
12
= 5, 83.
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Tab. 3 Shapleyho hodnota hra´cˇ cˇ.3 (Dragon Den reality show)
S P4(S) ∆3(S) P4(S) ·∆3(S)
{3} 1
4
0 · 0 0
{1, 3} 1
12
20 · 10 10
12
{1, 2, 3} 1
12
45− 30 = 15 15
12
{1, 3, 4} 1
12
35− 15 = 20 20
12
{1, 2, 3, 4} 1
4
50− 35 = 15 15
4
= 45
12
φ3(v) =
90
12
= 7, 5.
Vy´pocˇty pre hra´cˇov P2, P3 su´ jednoduchsˇie, pretozˇe koalı´cia medzi hostitel’mi da´va 0
v kazˇdom prı´pade. Hodnotu P4 nemusı´me pocˇı´tat’, pretozˇe z definı´cie musı´ platit’
φ1(v) + φ2(v) + φ3(v) + φ4(v) = 50,
z toho
φ4(v) =
160
12
= 13, 33.
Je vhodne´ poznamenat’, zˇe v(S) je monoto´nna (rastie, ale nie nevyhnutne). To zna-
mena´, zˇe neexistuje hra´cˇ, ktory´ by spoˆsobil, zˇe v(S) − v(S − {i}) by bolo za´porne´. Hra
je teda individua´lne raciona´lna.
2.3.2 Teo´ria hier v Talmude
Talamud je na´bozˇensky´m textom judaizmu. V niektory´ch jeho cˇastiach pojedna´va
o obcˇianskom pra´ve a proble´moch ako sa spra´vat’ v obdobı´ u´padku, kedy celkove´ dlhy
dlzˇnı´ka su´ va¨cˇsˇie ako jeho majetok. Talmud poskytuje numericke´ su´cˇty toho, cˇo ma´ veri-
tel’ zı´skat’ v za´vislosti na vel’kosti majetku dlzˇnı´ka. Presnejsˇie u´loha je dana´ nasledovne:
zomrie dlzˇnı´k a nezanecha´ po sebe ı´manie vo vy´sˇke postacˇuju´cej na u´hradu pohl’ada´vok
trom svojim dlzˇnı´kom v plnej vy´sˇke.
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Autor talmudisticke´ho trakta´tu potom tri situa´cie (100, 200, 300) ı´mania dlzˇnı´ka riesˇi
a rozdel’uje medzi troch veritel’ov s pohl’ada´vkami vo vy´sˇke (100, 200, 300).
Identifikovanie jedine´ho zjednocuju´ceho pravidla na rozdelenie ty´chto prostriedkov
unikol pre tisı´crocˇia. V prvom prı´pade si moˆzˇeme vsˇimnu´t’ (ked’ je vel’kost’ pohl’ada´vky
100 ), zˇe majetok je rovnomerne rozdeleny´ medzi veritel’ov. V tret’om prı´pade (vel’kost’
pohl’ada´vky vo vy´sˇke 300), je u´merne rozdelena´ tak, aby kazˇdy´ veritel’ dostal polovicu
sumy ktoru´ mu bol dlzˇnı´k dlzˇny´. Druhy´ prı´pad unika´ ake´mukol’vek jednoduche´mu vy-
svetleniu. Azˇ Robert Aumann a jeho spoluautor boli schopnı´ proble´m vyriesˇit’ za pomoci
teo´rie hier. Proble´m bol poˆvodne vyriesˇeny´ pouzˇitı´m koncepcie riesˇenia nazy´va jadierko
(nucleolus), ale Guiasu (2011) ukazuje, zˇe pomocou Shapleyho vektoru moˆzˇe vyriesˇit’
proble´m rovnako dobre.
Hlavnou novinkou je rozlisˇovat’ medzi kumulatı´vnymi hrami, v ktory´ch u´cˇastnı´ci od-
mietaju´ zdiel’at’ svoj na´rok na vy´hru a tak sa hodnota funkcie v(S) vypocˇı´ta aditı´vne to
znamena´ s ohl’adom na maximaliza´ciu zisku.
Pri kumulatı´vnej hre definujeme
v({i}) = min{di, E},
kde di je vel’kost’ pohl’ada´vky hra´cˇa i, a E je mnozˇstvo majetku. Na´sledne
v({i, ..., j}) = min[v({i}) + ...+ v({j}), E].
Prı´pad cˇ. 1: Predpokladajme, zˇe d1 < ... < dn < E.
Majme: E = 100, d1 = 100, d2 = 200, d3 = 300, v(∅) = 0, potom
v({1}) = v({2}) = v({3}) = E,
v({1, 2}) = v({1, 3}) = v({2, 3}) = v(N) = E,
kde [v(S)− (v(S) {i})] = E − E pre vsˇetky S, avsˇak bez v({i}).
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ϕ(v) =
∑ (|S| − 1)!(n− |S|)!
n!
[v(S)− v(S {i})]
=
0!2!
3!
[v({i} − v(∅)]
=
2[E − 0]
6
=
E
3
= 33
1
3
.
Pokial’ su´ vsˇetky pohl’ada´vky va¨cˇsˇie alebo rovne´ majetku dlzˇnı´ka rozdel’uju´ si ich
rovny´m dielom. Zovsˇeobecnenie prı´padu je dane´ vzt’ahom:
d1 < ... < dm−1 < E ≤ dm < ... < dn,
pricˇom charakteristicku´ funkciu definujeme ako:
v(∅) = 0, v({i}) = di,∀i ∈ [1,m− 1],
v({i}) = dm−1 + (E − dm−1)/(n−m− 1),∀i ∈ [m,n].
Zovsˇeobecnenie si demonsˇtrujeme na nasleduju´cich prı´padoch.
Prı´pad cˇ. 2:
E = 200, d1 = 100, d2 = 200, d3 = 300, d1 < E ≤ d2 < d3 a preto aj n = 3 a m = 2,
v(∅) = 0, v({1}) = d1, v({2}) = v({3}) = d1 + (E − d1)/2,
v({1, 2}) = min{d1 + d2, E} = E,v({1, 3}) = min{d1 + d3, E} = E,
v({2, 3}) = min{d2 + d3, E} = E, v(N) = min{d1 + d2 + d3, E} = E.
Pre hra´cˇa P1 scˇı´tame formule pre koalı´cie S = {1}, {1, 2}, {1, 3}, {1, 2, 3}. P2, P3 su´
rovnake´.
ϕ1(v) =
0!2!
3!
[d1 − v(∅)] + 21!1!
3!
[
E −
(
d1 +
E − d1
2
)]
+
2!0!
3!
[E − E] =
=
2
6
100 + 2
1
6
200− 100
2
= 50,
ϕ2(v) = ϕ3(v) =
0!2!
3!
[
d1 +
E − d1
2
− 0
]
+
1!1!
3!
[
E − d1 −
(
d1 +
E − d1
2
)]
+
+
2!0!
3!
[E − E] = 5E − d1
12
= 75.
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Prı´pad cˇ. 3: V tomto prı´pade ma´me d1 < d2 < E < d3, (n = 3,m = 3).
Dosa´dzame podobne ako v prı´pade cˇ. 2, azˇ na v({2}) = d2 a v({1, 2}) = E.
ϕ1(v) =
0!2!
3!
[d1−0]+ 1!1!
3!
[E−d1]+ 1!1!
3!
[E−E]+ 2!0!
3!
[E−E] = E + 2d1 − d2
6
= 50,
ϕ2(v) =
0!2!
3!
[d2−0]+ 1!1!
3!
[E−d1]+ 1!1!
3!
[E−E]+ 2!0!
3!
[E−E] = E + 2d2 − d1
6
= 100,
ϕ3(v) =
0!2!
3!
[E−0]+ 1!1!
3!
[E−d1]+ 1!1!
3!
[E−d2]+ 2!0!
3!
[E−E] = 4E + d1 − d2
6
= 150.
Za´kladna´ mysˇlienka Talmud za´kona spocˇı´va v tom, zˇe rozdel’ujeme majetok medzi
troch veritel’ov tak, zˇe ktory´kol’vek dvaja veritelia si rozdelia su´cˇet, ktory´ spolocˇne zı´skali,
na za´klade rovnomerne´ho rozdelenia spornej sumy. V prı´pade cˇ. 2 vysˇsˇie vidı´me, zˇe ak E
je rovne´ 200, Hra´cˇ P1 dostane 50 a P2 dostane 75, majetok po scˇı´tanı´ da´ 125. Vzhl’adom k
tomu, zˇe hra´cˇovi P1 patrı´ len 100, 25 pustı´ hra´cˇovi P2, a zvysˇok spornej sumy si rozdelia
rovnomerne medzi dvoch.
A tak sme pomocou teo´rie hier vyriesˇili tisı´crocˇnu´ za´hadu. Tento postup moˆzˇeme
opakovat’, ako aj origina´lni rabı´ni pravdepodobne robili, Shapleyho hodnota vsˇak ukazuje
cestu zovsˇeobecnenia tohto pravidla pouzˇitel’ne´ho pre l’ubovol’nu´ vel’kost’ majetku ako aj
pocˇet investorov.
2.3.3 Na´kladova´ (u´sporna´) hra a Shapleyho vektor
V tejto cˇasti podrobne zanalyzujeme na´kladovu´ hru, urcˇı´me jadro, graficky ho zna´zornı´me
a nakoniec na celu´ hnu aplikujeme Shapleyho vektor.
U´loha - Tri spolupracuju´ce mesta´ (zdroj energie)
Mesta´ 1,2,3 chcu´ byt’ pripojene´ s blı´zkym zdrojom energie. Mozˇne´ prenosne´ linky a
ich ceny za prena´jom su´ zobrazene´ v Obr. 1. Kazˇde´ mesto si moˆzˇe prenajat’ ktoru´kol’vek
prenosnu´ linku. Ak mesta´ budu´ spolupracovat’ usˇetria na prena´jme. (Prenosne´ linky maju´
neobmedzenu´ kapacitu).
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Model:
Hra´cˇi v tejto situa´cii su´ 3 mesta´. Oznacˇme mnozˇinu hra´cˇov N = 1, 2, 3. Tı´to hra´cˇi
moˆzˇu vytva´rat’ koalı´cie. Tabul’ka 1. naznacˇuje na´jmy ako aj usˇetrene´ zdroje krytia kazˇdej
koalı´cie. Cˇı´sla c(S) sme zı´skali minimaliza´ciou na´kladov spa´jaju´cich mesta´ v koalı´cii S
so zdrojom energie.
U´spory na´kladov v(S) su´ urcˇene´:
v(S) :=
∑
i∈S
c({i})− c(S),
kde S ⊆ N .
U´spory na´kladov v(S) pre koalı´cie S su´ rovne´ rozdielu na´kladov zodpovedaju´cich
situa´cii, kedy vsˇetci cˇlenovia S pracuju´ samostatne, a situa´cie, kedy vsˇetci cˇlenovia pra-
cuju´ spolocˇne.
Obr. 1: Prenosne´ linky - ceny
Riesˇenie:
Za´kladna´ ota´zka v kooperatı´vnych hra´ch (N, v) znie: ktora´ podmnozˇina S vytvorı´
koalı´ciu a ako budu´ rozdelene´ u´spory takej koalı´cie medzi jej cˇlenov? Je potrebne´ vy-
tvorit’ koalı´ciu so su´hlasom kazˇde´ho hra´cˇa. Treba vsˇak brat’ do u´vahy, zˇe ochota hra´cˇov
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vytva´rat’ koalı´cie za´visı´ od u´spory, ktoru´ hra´cˇ dosiahne pri vstupe do danej koalı´cie.
Tab. 4 Na´kladova´ hra - na´jmy/u´spora
S {1} {2} {3} {1,2} {1,3} {2,3} {1,2,3}
c(S) 100 140 130 150 130 150 150
v(S) 0 0 0 90 100 120 220
Hl’ada´me vektor x = (x1, x2, x3) ∈ R3, x1 + x2 + x3 = 220 , kde hra´cˇi i ∈ {1, 2, 3}
zı´skaju´ xi. Vy´pocˇtom sa dosta´vame k vel’ke´mu a neurcˇite´mu su´boru riesˇenı´. Predpokla-
dajme naprı´klad, zˇe mnozˇina vsˇetky´ch hra´cˇov vytvorı´ koalı´ciu s u´sporou na´kladov
x1 = 40, x2 = 40, x3 = 140, v(N) = 220.
Hra´cˇ 1 a 2 moˆzˇu protestovat’ pretozˇe v({1, 2}) = 90, v({1, 2}) > 80, x1 + x2 = 80. Pri
takejto situa´cii hovorı´me, zˇe x = (x1, x2, x3) sa nenacha´dza v jadre tejto hry. Vsˇeobecne,
jadro hry o troch mesta´ch je mnozˇina vy´platny´ch rozdelenı´ preN = {1, 2, 3}, tak zˇe suma
vsˇetky´ch u´spor na´kladov je rovna´ v(N) = 220 a kazˇda´ nepra´zdna koalı´cia S zı´ska asponˇ
to cˇo by si sama doka´zala zabezpecˇit’ pokial’ by nevstu´pila do zˇiadnej koalı´cie.
Forma´lne je to mnozˇina:
C = {(x1, x2, x3) ∈ R3|x1, x2, x3 ≥ 0,
x1 + x2 ≥ 90, x1 + x3 ≥ 100, x2 + x3 ≥ 120, x1 + x2 + x3 = 220}
Pre predstavu ako dana´ mnozˇina vyzera´ uvedieme nasledovny´ diagram. Ked’ C je
podmnozˇina R3, obmedzenie x1 + x2 + x3 = 220 spoˆsobı´, zˇe C je obsiahnute´ v dvojdi-
menziona´lnej podmnozˇine R3. To je cez body (220,0,0), (0,220,0), (0,0,220).
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Obr. 2: Diagram - Jadro hry
Vsˇimnime si, zˇe C je podmnozˇina trojuholnı´ka s obmedzenı´m xi ≥ 0 pre kazˇde´
i = 1, 2, 3 odvodene´ z podmienky xi ≥ v({i}) pre i = 1, 2, 3. Mnozˇina C je sˇeda´ oblast’
ohranicˇena´ tromi podmienkami pre dvojcˇlenne´ koalı´cie. Jadro hry je polygo´n s vrcholmi
(100,120,0), (0,120,100), (0,90,130), (90,0,130), (100,0,120).
Podl’a Shapleyho hodnoty by u´spory mali byt’ rozdelene´ nasledovne:
φ(v) = (64, 75, 80).
Graf 1: Shapleyho vektor - na´kladova´ hra
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3 Vlastne´ na´vrhy riesˇenia
V predcha´dzaju´cej kapitole sme si predstavili triedy koalicˇny´ch hier a niektore´ zaujı´mave´
aplika´cie Shapleyho hodnoty. Ako vlastny´ na´vrh riesˇenia vyuzˇijeme vlastnosti a apara´t
jednoduchy´ch hier pricˇom na ne na´sledne aplikujeme Shapleyho vektor a ty´m vytvorı´me
d’alsˇı´ model, ktory´ je aplikovatel’ny´ v praxi.
Analy´za volieb pomocou Shapleyho vektora
Budeme sa zaoberat’ analy´zou konkre´tnych vy´sledkov volieb na Slovensku od roku
1994 po rok 2016. Analy´za bude spracovana´ pomocou Shapleyho hodnoty. Vy´sledky
budu´ prezentovane´ v grafe a diagramoch. Najskoˆr si vsˇak pod’me uka´zat’ ako funguje
volebny´ syste´m na Slovensku.
Volebny´ syste´m do Na´rodnej rady Slovenskej republiky je dany´ v U´stave Sloven-
skej republiky. Vol’by poslancov sa konaju´ raz za sˇtyri roky. Obcˇania si zvolia 150 cˇlenov
(za´stupcov politicky´ch stra´n - poslancov). Vol’by sa riadia pomerny´m volebny´m syste´mom.
Volebne´ kvo´tum (na vstup strany do parlamentu) je 5% z celkove´ho pocˇtu platny´ch volicˇsky´ch
hlasov. Volebna´ formula, podl’a ktorej su´ rozdel’ovane´ poslanecke´ manda´ty sa nazy´va
Hagenbach-Bischoffova meto´da. V prı´klade, ktory´ uvediem uvazˇujem strany, ktore´ zı´skali
minima´lne 5% platny´ch hlasov a bol im prideleny´ odpovedaju´ci pocˇet manda´tov [8].
3.1 Spracovanie da´t
Je treba vhodne zvolit’ postup, podl’a ktore´ho cˇo najefektı´vnejsˇie vypocˇı´tame Sha-
pleyho hodnotu. Doˆvodom je vel’ky´ pocˇet koalı´ciı´, ktory´ moˆzˇe vzniknu´t’. Vhodnou vol’bou
pre na´s moˆzˇe byt’ vyuzˇitie programu Matlab.
Vy´pocˇet:
V programe Matlab zvolı´me funkciu Shapley vol’ne dostupnu´ na [9]. Funkcia funguje
na za´klade jedne´ho vstupu. Ty´mto vstupom je vektor v, ktory´ pozosta´va z u´cˇelovej funk-
cie pre hodnoty vsˇetky´ch koalı´ciı´, ktore´ moˆzˇu vzniknu´t’ radeny´ch postupne od jednocˇlenny´ch
po koalı´ciu tvorenu´ vsˇetky´mi hra´cˇmi. Hodnotu u´cˇelovej funkcie predpoklada´me 0 alebo
1 napriklad podl’a toho, cˇi koalı´cia obsahuje nadpolovicˇnu´ va¨cˇsˇinu. Ako prve´ si vygene-
rujeme vektor obsahuju´ci vsˇetky mozˇne´ koalı´cie.
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Pre predstavu uva´dzam vektor, pre hru o sˇtyroch hra´cˇoch - (15 zlozˇiek). Hra´cˇa cˇı´slo 1
charakterizuje vo vektore vy´raz 1. Koalı´ciu pozosta´vaju´cu z hra´cˇov 1 a 2 charakterizuje
vo vektore vy´raz 12.
v = [1 2 3 4 12 13 14 23 24 34 123 124 134 234 1234]
Potom uzˇ len pripı´sˇeme jednotlivy´ch cˇlenom 0 alebo 1. Aby sme nemuseli vypisovat’
vsˇetky kombina´cie hra´cˇov pouzˇijeme funkciu nchoosek v programe Matlab. V nasˇom
prı´pade by sˇlo konkre´tne o ko´d
V=[1 2 3 4];
A1=nchoosek(V,1);
A2=nchoosek(V,2);
A3=nchoosek(V,3);
A4=nchoosek(V,4);
v = [A1;A2;A3;A4];
Nasleduju´cim za´pisom si moˆzˇeme overit’, zˇe sa dosta´vame k cˇı´slu 15, cˇo znacˇı´ pocˇet
vsˇetky´ch mozˇny´ch kombina´ciı´ bez opakovania.
length(A1’) + length(A2’) + length(A3’) + length(A4’)
Ak by sme chceli vidiet’ vsˇetky koalı´cie tvorene´ tromi hra´cˇmi, stacˇı´ zavolat’ premennu´
A3, ktora´ na´m vsˇetky koalı´cie vypı´sˇe presne v poradı´ v ktorom potrebujeme.
Zmyslom tejto hry je teda ohodnotenie jednotlivy´ch koalı´ciı´ na za´klade sily stra´n vytvorit’
nadpolovicˇnu´ va¨cˇsˇinu. Koalı´cia, ktorej su´cˇet bude va¨cˇsˇı´ alebo rovny´ 76 ohodnotı´me jed-
notkou. Koalı´ciu, ktora´ nebude tvorit’ nadpolovicˇnu´ va¨cˇsˇinu ohodnotı´me nulou. Oznacˇme
nadpolovicˇne´ koalı´cie K1, ...Km. Jednoducha´ hra je potom dana´ vzt’ahom:
v(S) =
1 ak S ∈ {K1, ..., Km},0 inak.
Vy´stupom je teda Shapleyho vektor, ktory´ d’alej pouzˇı´vame v grafe a diagramoch.
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3.2 Analy´za vy´sledkov volieb od roku 1994 - 2016
Uvazˇujeme strany, ktore´ zı´skali vo vol’ba´ch minima´lne 5% hlasov a tak dostali mozˇnost’
podiel’at’ sa na tvorbe koalı´ciı´, ktore´ vytvoria vla´du.
Vy´sledky volieb rok 1994 (pocˇet manda´tov)
1. Hnutie za demokraticke´ Slovensko - Rol’nı´cka strana Slovenska (d’alej HZDS): 61
2. Spolocˇna´ vol’ba: 18
3. Mad’arska´ koalı´cia: 17
4. Krest’ansko-demokraticke´ hnutie (d’alej KDH):17
5. Demokraticka´ u´nia Slovenska: 15
6. Zdruzˇenie robotnı´kov Slovenska: 13
7. Slovenska´ na´rodna´ strana (d’alej SNS): 9
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Spolocna volba
Strana madarskej koalicie
KDH
Demokraticka unia Slovenska
Zdruzenie robotnikov Slovenska
SNS
Graf 2: Shapleyho hodnota pre rok 1994 - Analy´za volieb
Vy´sledok moˆzˇeme interpretovat’ nasledovne. Strany, ktore´ dosiahli menej ako 15 manda´tov
maju´ najnizˇsˇiu vyjedna´vaciu schopnost’. Nedoka´zˇu zabezpecˇit’ vy´hernu´ koalı´ciu bez toho
aby sa k nim nepridala d’alsˇia strana. Preto maju´ nı´zku Shapleyho hodnotu. Zaujı´mave´
je porovnanie vy´sledku Demokratickej u´nie a Zdruzˇenia robotnı´kov Slovenska. Pocˇet
manda´tov jednotlivy´ch stra´n sa lı´sˇe len o 2, avsˇak Shapleyho hodnota je u Zdruzˇenia
robotnı´kov diametra´lne odlisˇna´. Moˆzˇeme si vsˇimnu´t’, zˇe suma vy´sledkov na´m da´va 100%
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cˇo plynie priamo z definı´cie Shapleyho hodnoty. Vy´sledok je uvedeny´ v kola´cˇovom grafe.
Vy´sledky volieb rok 1998
1. HZDS: 43
2. Slovenska´ demokraticka´ strana: 42
3. Strana demokratickej l’avice: 23
4. Strana mad’arskej koalı´cie: 15
5. SNS: 14
6. Strana obcˇianskeho porozumenia (d’alej SOP): 13
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Graf 3: Shapleyho hodnota pre rok 1998 - Analy´za volieb
Pri tomto vy´sledku je zaujı´mave´ si vsˇimnu´t’, zˇe strany HZDS a Slovenska´ demokraticka´
strana zı´skali takmer rovnaky´ pocˇet manda´tov, ale Shapleyho hodnota sa na´m lı´sˇi o viac,
cˇo sa ihned’ odzrkadlı´ v sile vyjedna´vat’. Dˇalsˇia zaujı´mavost’ je, zˇe ak by tieto 2 strany ne-
mali za´ujem o spolupra´cu do hry by vstupovali ostatne´ strany, ktory´m by sa ihned’ zvy´sˇila
vyjedna´vacia schopnost’.
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Vy´sledky volieb rok 2002
1. HZDS: 36
2. Slovenska´ demokraticka´ a krest’anska´ u´nia (d’alej SDKU´): 28
3. SMER: 25
4. Strana mad’arskej koalı´cie: 20
5. KDH: 15
6. Aliancia nove´ho obcˇana: 15
7. Komunisticka´ strana Slovenska: 11
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Graf 4: Shapleyho hodnota pre rok 2002 - Analy´za volieb
Opa¨t’ si moˆzˇeme vsˇimnu´t’ vel’ky´ rozdiel medzi vyjedna´vanı´m Aliancie nove´ho obcˇana
a KDH s Komunistickou stranou. Pocˇet manda´tov sa lı´sˇi len o sˇtyroch ale Shapleyho
hodnota dvojna´sobne.
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Vy´sledky volieb rok 2006
1. SMER: 50
2. SDKU´: 31
3. SNS: 20
4. Strana mad’arskej koalı´cie: 20
5. L’udova´ strana - Hnutie za demokraticke´ Slovensko: 15
6. KDH: 14
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Graf 5: Shapleyho hodnota pre rok 2006 - Analy´za volieb
Strana SMER ma´ vysoku´ vyjedna´vaciu schopnost’, cˇo znacˇı´ fakt, zˇe bez strany SMER
nedoka´zˇe vzniknu´t’ zˇiadna ina´ dvojcˇlenna´ koalı´cia, ktora´ by stranu SMER neobsahovala.
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Vy´sledky volieb rok 2010
1. SMER: 62
2. SDKU´: 28
3. Sloboda a Solidarita (d’alej SaS): 22
4. KDH: 15
5. Most-Hı´d: 14
6. SNS: 9
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Graf 6: Shapleyho hodnota pre rok 2010 - Analy´za volieb
Na vy´sledku si moˆzˇme vsˇimnu´t’ ako ovplyvnil vy´sledok volieb vyjedna´vaciu silu strany
SNS. Ako jedina´ nedoka´zˇe zabezpecˇit’ vytvorenie vla´dy pre stranu SMER, cˇo sa ihned’
odzrkadlı´ na Shaplyho hodnote. Ostatne´ strany su´ si rovne´, napriek tomu, zˇe niektore´ maju´
viac cˇi menej manda´tov.
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Vy´sledky volieb rok 2012
1. SMER: 83
2. KDH: 16
3. OBYCˇAJNI´ L’UDIA a neza´visle´ osobnosti (d’alej OL’ANO): 16
4. Most-Hı´d: 13
5. SDKU´: 11
6. SaS: 11
100% 
 
SMER
Graf 7: Shapleyho hodnota pre rok 2012 - Analy´za volieb
Pre tento prı´pad je kola´cˇovy´ graf trivia´lny, pretozˇe uzˇ z vy´sledku volieb bez ake´hokol’vek
pocˇı´tania je zrejme´, zˇe strana SMER dostane 100% vd’aka svojej sile vytvorit’ vla´du bez
pomoci ktorejkol’vek inej strany.
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Vy´sledky volieb rok 2016
1. SMER: 49
2. SaS: 21
3. OL’ANO: 19
4. SNS: 15
5. Kotleba - L’udova´ strana nasˇe Slovensko (d’alej L’S Nasˇe Slovensko): 14
6. SME RODINA - Boris Kolla´r: 14
7. Most-Hı´d: 11
8. SIETˇ: 10
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Graf 8: Shapleyho hodnota pre rok 2016 - Analy´za volieb
Pri poslednom kola´cˇovom grafe si moˆzˇeme vsˇimnu´t’, zˇe uzˇ na za´klade pocˇtu manda´tov po-
maly vieme odhadnu´t’ ako dopadnu´ prı´slusˇne´ Shapleyho hodnoty. Vel’ky´ pocˇet stra´n, ktory´
zı´skal viac ako 5% hlasov vo vol’ba´ch zaprı´cˇinil, zˇe nestacˇı´ zˇiadna 2-cˇlenna´ koalı´cia na
zostavenie vla´dy. Do hry preto vstupuju´ aj ostatne´ a maju´ relatı´vne vysoku´ vyjedna´vaciu
silu.
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Pre predstavu uvediem porovnanie sı´l jednotlivy´ch stra´n vytva´rat’ koalı´cie z hl’adiska
cˇasove´ho. Ked’zˇe strany SMER, SNS a Most-Hı´d sa najcˇastejsˇie vyskytovali vo vy´sledkoch
volieb, je ich vhodne´ pouzˇit’ pre nasleduju´ci graf. Moˆzˇeme si vsˇimnu´t’ vy´voj Shapleyho
hodnoˆt z hl’adiska cˇasove´ho od roku 1994 do roku 2016. Je zrejme´, zˇe pre prı´pady kedy
strana nedostala potrebny´ pocˇet manda´tov, je nutne´ ju ohodnotit’ nulou. Moˆzˇeme si tiezˇ
vsˇimnu´t’ rok 2010 a 100%-ne´ ohodnotenie strany SMER. V doˆsledku toho, zˇe zı´skala
nadpolovicˇnu´ va¨cˇsˇinu nepotrebovala zˇiadnu inu´ stranu na vytvorenie koalı´cie.
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Graf 9: Shapleyho hodnota 1994-2016 - Analy´za volieb
Teraz si uka´zˇeme vy´voj vyjedna´vacej sily strany SNS (Tab. 5). Je vel’mi zaujı´mave´
si vsˇimnu´t’, zˇe va¨cˇsˇı´ pocˇet manda´tov na´m nezarucˇı´ va¨cˇsˇiu vel’kost’ vyjedna´vacej sily. V
roku 1994 strana SNS obdrzˇala 9 manda´tov pricˇom vsˇak vyjedna´vacia sila bola len 2%.
Ked’ sa pozrieme na rok 2010, vyjedna´vacia sila sa zvy´sˇila o 1%, ale pocˇet manda´tov je
rovnaky´. V roku 1998 kedy pocˇet manda´tov dosiahol pocˇet 14, Shapleyho hodnota bola
v porovnanı´ s rokom 2016 o takmer 100% nizˇsˇia pricˇom pocˇet manda´tov sa na´m v roku
2016 zvy´sˇil len o jednotku.
Tab. 5 Porovnanie Shapleyho hodnoty s pocˇtom manda´tov - STRANA SNS
Rok 1994 1998 2002 2006 2010 2012 2016
Shapleyho hodnota (v %) 2 5 0 12 3 0 9
Pocˇet manda´tov 9 14 0 20 9 0 15
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Podrobnejsˇie si tiezˇ rozoberieme vy´sledky strany SMER. Zaujı´mave´ je vsˇimnu´t’ si rok
2006, kedy pocˇet manda´tov dosiahol pocˇet 50 a Shapleyho hodnota bola 38%. V roku
2016 pocˇet manda´tov klesol o jednicˇku, ale Shapleyho hodnota sa na´m dokonca zvy´sˇila o
3%.
Tab. 6 Porovnanie Shapleyho hodnoty s pocˇtom manda´tov - STRANA SMER
Rok 1994 1998 2002 2006 2010 2012 2016
Shapleyho hodnota (v %) 0 0 17 38 45 100 41
Pocˇet manda´tov 0 0 25 50 62 83 49
Na za´ver je doˆlezˇite´ poznamenat’, zˇe vyjedna´vacia sila neza´visı´ len na pocˇte manda´tov
dane´ho hra´cˇa, ale aj na celkovom pocˇte hra´cˇov, ktorı´ mali mozˇnost’ podiel’at’ sa na tvorbe
koalı´ciı´. Shapleyho hodnota na´m ukazuje novy´ pohl’ad na vy´sledok volieb, ktory´ je v
konecˇnom doˆsledku realistickejsˇı´.
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Za´ver
V pra´ci sme postupne predstavili kooperatı´vne hry, definovali za´kladne´ pojmy a vlast-
nosti. Danu´ problematiku sa na´m podarilo demonsˇtrovat’ na konkre´tnych prı´kladoch.
Dˇalej sme predstavili vy´znamne´ modely su´stred’uju´ce sa v prvej cˇasti na na´cˇrt aplika´cie
apara´tu kooperatı´vnych hier na pra´vne formy podnikania, neskoˆr na triedy koalicˇny´ch hier
a nakoniec vyuzˇitie Shapleyho hodnoty v zaujı´mavy´ch modeloch z praxe. Kazˇda´ trieda
koalicˇnej hry je demonsˇtrovana´ na prı´klade. Vyu´stenı´m kapitoly je komplexny´ prı´klad
spa´jaju´ci na´kladove´ hry so Shapleyho hodnotou vyuzˇitel’ny´ v praxi.
Nakoniec sme modelovali prı´klad jednoduchej hry s vyuzˇitı´m Shapleyho hodnoty za
prı´tomnosti rea´lnych da´t s vy´berom vhodne´ho programu. Ciel’om bolo uka´zat’ realistic-
kejsˇı´ odhad na vy´sledok volebne´ho syste´mu a interpretovat’ Shapleyho hodnotu nie len
ako zisk po prerozdelenı´ vy´hry, ale aj ako mieru sily vyjedna´vat’ pri tvorbe koalı´ciı´.
Na za´ver dodajme, zˇe apara´t teo´rie hier ma vel’mi dobre´ uplatnenie v praxi, cˇoho
doˆkazom moˆzˇe byt’ aj ta´to pra´ca. Na´vrhy by mohli byt’ impulzom pre d’alsˇiu snahu o pre-
pojenie matematickej disciplı´ny s vyuzˇitı´m zna´mych poznatkov z ekono´mie alebo iny´ch
oblastı´ l’udske´ho za´ujmu. Ciel’om bolo tiezˇ vytvorit’ zrozumitel’ny´ text, ktory´ moˆzˇe cˇitatel’a
zozna´mit’ s problematikou kooperatı´vnych hier s vyuzˇitı´m Shaleyho hodnoty za pomoci
pokrocˇily´ch matematicky´ch meto´d.
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